TD 9 : Fonctions usuelles Indication

—— Fonctions puissances, exponentielle, etc.

#1:  Soit f la fonction définie pour tout x € R,
par f(x) = x". Par une étude de fonction, montrer que f
admet un minimum sur R, . Donner la valeur du mini-
mum ainsi que le ou les points en lesquels il est atteint.
Passer par la forme exponentielle ! Le reste est trivial.

#* Déterminer, lorsqu’elles existent, les limites
des fonctions suivantes, aux points indiqués.

1
1)x|_>ln_2xen+oq 3) x> In|x| X ex en —eo.
X

1
2) x> xex en 0%, 4) x— (14+x)2 en0".

1
5) x— —In(1+¢€") en H-oo.
X

1
6) x — exp (——3) xInxen0™.
x

Il faudra parfois se ramener aux croissances compareées,
parfois non. Une simple réécriture permet parfois de
conclure.

** Résoudre dans R les (in)équations sui-
vantes :

1) 2 —5¢* 426" <0
2) In(3—x)+1In(2) —2In(x+1) >0
3) xV = /5
Cet exercice nécessite des techniques de résolution déja

connues : changer d’'inconnue, faire des réécritures, iso-
ler x, etc.

@ #% Résoudre dans R? les systémes suivants :

x+y =17 . 8*
e
Inx+1Iny =10 2%

Pour le premier systeme, on peut commencer par remar-
quer que Inx+1Iny = In(xy). On peut ensuite se ramener
aun type de systéme qu’on sait résoudre avec la bonne
méthode...

= 10y

Fonctions trigonométriques

@ *#* Simplifier les expressions suivantes :

1) arccos | ———
2
o
2) arctan (tan (T))

3) cos(2arccosx)

4) cos(2arcsinx)
5) tan(2arctanx)
6) sin(2arctanx)
7) cos?(arctanx)

8) tan (arcsinx)

A Texception des deux premiers calculs, il faut exploi-
ter la bonne formule trigonométrique (pour cos, sin et
tan). Par exemple pour sin(2arctanx), connait-on une
formule qui exprime sin(26) en fonction de tan 6 ?

(6 )x* SoitneNetxeR,

Calculer Z ch kx En déduire Z ksh kx
k=0 k=0
Ne pas oublier que e = (&*)¥ !

##% Montrer que la fonction sh : R — R est une
bijection. On notera argsh sa bijection réciproque.

1) Montrer que la fonction argsh est dérivable sur R, et
calculer sa dérivée. Dresser le tableau de variations
de la fonction argsh.

2) Montrer que pour tout x € R,

argsh(x) =In(x+ Vx> +1)

Il faut suivre le méme cheminement que celui vu
en cours pour définir arcsin, arccos ou arctan.

##% On souhaite montrer de deux facons diffé-
rentes l'identité :

T

vxe [—1,1] arccosx + arcsinx = —

1) On pose f : x — arccosx + arcsinx. Dériver f et en
déduire le résultat voulu.

2) (a) Montrer que pour tout x € [— 1, 1], il existe
T T

S
Y [ 2’ 2]

(b) En déduire le résultat voulu.

tel que x = siny.
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Pour le 1), la résolution est clairement guidée, mais at-
tention a la rigueur ! Le diable est dans les détails...

Pour 2)b), on est bloqué avec un arccos(siny)... Mais
on peut par exemple réécrire siny autrement, pour pou-
voir appliquer une formule connue avec arccos.

@ *% Démontrer que :

1
Vx e RY arctan(x) + arctan <—) = g
x

Obtenir une formule similaire pour x € R* .

Pour montrer qu'une expression qui dépend de x est
en fait constante, il est souvent profitable de considérer
cette expression comme une fonction et la dériver.

*tr  Soita,b € Dy, tels que a+ b € Dyyy.

1) Rappeler la formule qui exprime tan(a + b) en fonc-
tion de tana et de tanb.

1 1
2) En déduire arctan (§> -+ arctan 3) La seule dif-

ficulté consiste a se rappeler des formules utiles.

o

1) Peut-on trouver une fonction f : R — R telle que
pour toutx € R, f(ch(x)) =e€*?

2) Peut-on trouver une fonction f : R — R telle que
pour tout x € R, f(sh(x)) =¢*?

Noter que cela revient a avoir f och = exp... Toute pro-
priété de l'application exp doit donc étre partagée avec
I'application f och.

Idem pour f osh = exp

@ #*#% Résoudre dans R les équations suivantes :
1) arccosx = arcsin(2x)
2) arctan(2x) = arcsinx

3) arcsin(tanx) = x

4) arctanx+ arctan(2x) =

IS

) ) T
5) arcsin(x+ 1) —arcsinx = 3

Cet exercice est avant toute chose un test de rigueur.
Pour quels x est-ce que ces équations ont un sens ? Si
on applique une fonction comme sin ou tan aux deux

membres, a-t-on bien équivalence ? Si on n’a pas équi-
valence pour tous les x, alors on disjoint les cas pour
progresser.

Avoir en téte les graphes de arccos, arcsin et arctan est
également crucial.
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